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1 はじめに
「数学は何の役に立つのか？」とは多くの人々が抱いている問いであろう．この問いに対
する答えとして，筆者は，高等学校の短期集中講座等で，『現代社会を支える数学の理論』と
いう題名の講演を行い，Fourier解析，暗号理論，符号理論と呼ばれる数学の分野が現代社
会で生活するために必要不可欠な基盤を作っていることを解説した．
本稿は，その１つの例として，CDやコンピュータ・サウンドをはじめとするすべてのデ
ジタル方式の基礎となっているサンプリング定理（標本化定理）について高校生に教えるこ
とを目的とした研究ノートである．サンプリング定理は，波や信号を解析するための数学的
手法である Fourier解析の応用として得られる．本稿では，最初に，波や信号の周期と周波
数について説明する．続いて，Fourier解析（Fourier級数と Fourier変換）の定義と基本的
事項について述べた後に，サンプリング定理とその意味について説明する．Fourier解析に
ついては [2], [4]の入門書を参照されたい．紙数の都合上，本稿で挙げた Fourier解析の基本
的事項について証明は省略せざるを得なかった．証明は [1], [3], [6] を参照されたい．なお，
記述を正確にするために，本稿では高校では教えない微分積分の用語や記号も用いることに
した．
2 周期と周波数
以下では、扱う波や信号は実数全体 ( Rで表す ) で定義された実数値または複素数値の
関数 f(t) として表わされているとする．f(t)が，定数 P ( ̸= 0 ) に対して
(1) f(t) = f(t+ P )
を満たすとき，f(t)を周期関数といい，P を f(t)の周期 ( period ) という．このとき，任
意の整数 nに対して
f(t) = f(t+ nP )
が成り立つから，nP も f(x)の周期となる．周期のうちで正の値の最小のものを基本周期と
いう．以後，基本周期のことを単に周期ということにする．
例 1 正の定数 aに対して，三角関数 cos at, sin atは周期 2pi/aの周期関数である．この 2つ
の関数によって単振動の微分方程式
d2y
dt2
+ a2y = 0
のすべての解を表示できることが知られている．このことから，三角関数 cosと sinは最も
基本的な周期関数と考えられている．
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例 2 関数 f(t) = cos t+ sin√2tは周期関数ではない．もし，f(t)が周期 P ( > 0 ) をもつ
とすると，
f(P ) = cosP + sin
√
2P = f(0) = 1
f(−P ) = cosP − sin
√
2P = f(0) = 1
より，
cosP = 1 , sin
√
2P = 0
を得る．これより，自然数 m, n が存在して，P = 2mpi, √2P = npi が成り立つから，√
2 = n/(2m)となってしまい，これは√2が無理数であることに矛盾する．
周期P の周期関数に対して逆数 1/P を周波数 ( frequency ) または振動数といい，2pi/P
を角周波数という．時間の単位の秒 ( second )に対する周波数の単位はヘルツ ( Hz )が用い
られる．音波の場合，人間が耳で聞くことのできる音の周波数は 50Hzから 20kHz(20,000Hz)
までとなっており，音はその周波数が大きいほど高音になる．
例 2の関数 f(t) = cos t+sin√2tは周期関数ではないが，２つの周期関数の和になってい
る．このことは f(t)が周期 2pi（周波数 1/2pi）の成分 cos tと周期√2pi（周波数 1/√2pi）の
成分 sin√2t の和に分解されることを示している．
3 Fourier 級数の定義
フランスの数学者・物理学者である J. Fourier ( 1768–1830 ) は熱の伝導の研究を行って
る際に，周期関数を三角関数 sinと cosの和として表すことを考え出した．
周期 2piの関数 f(t)に対して，積分
an =
1
pi
∫ pi
−pi
f(t) cosnt dt ( n = 0, 1, 2, · · · )(2)
bn =
1
pi
∫ pi
−pi
f(t) sinnt dt ( n = 1, 2, · · · )(3)
が存在するとき an, bnを f(t)の Fourier係数といい，形式的に
(4) f(t) ∼ a0
2
+
∞∑
n=1
(an cosnt+ bn sinnt)
と表して，これを関数 f(t)のFourier級数またはFourier展開という．この時点では，左
辺と右辺の間に等号が成り立つかどうかわからないことを注意しておく．
もし，等式
(5) f(t) =
a0
2
+
∞∑
k=1
(ak cos kt+ bk sin kt)
このが成り立ったとすると，an, bnが (2), (3)で与えられることは次のように示せすことが
できる．この式の両辺に cosntを掛けて，両辺を−piから piまで積分する．ここで，項別積
分が可能であるとすると，∫ pi
−pi
f(t) cosnt dt =
a0
2
∫ pi
−pi
cosnt dt+
∞∑
k=1
(
ak
∫ pi
−pi
cosnt cos kt dt+ bk
∫ pi
−pi
cosnt sin kt dt
)
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となる．整数 n, kに対して，三角関数の積分∫ pi
−pi
cos kt dt =
{
2pi ( k = 0 )
0 ( k ̸= 0 ) ,
∫ pi
−pi
sin kt dt = 0(6)
∫ pi
−pi
cosnt cos kt dt =

2pi ( n = k = 0 )
pi ( n = k ̸= 0 )
0 ( n ̸= k )
(7)
∫ pi
−pi
sinnt sin kt dt =

pi ( n = k ̸= 0 )
0 ( n = k = 0 )
0 ( n ̸= k )
(8)
∫ pi
−pi
cosnt sin kt dt = 0(9)
を用いて，n = 0のときは，式 (6)より
a0 =
1
pi
∫ pi
−pi
f(t) dt
を得る．n ≧ 1のときは，式 (7), (9) より
an =
1
pi
∫ pi
−pi
f(t) cosnt dt
を得る．同様に，式 (5)の両辺に sinntを掛けて，両辺を−piから piまで積分し，式 (8), (9)
より
bn =
1
pi
∫ pi
−pi
f(t) sinnt dt
を得る．
Fourier級数の意味するもの Fourier級数の式
f(t) ∼ a0
2
+
∞∑
n=1
(an cosnt+ bn sinnt)
において，関数
y = an cosnt+ bn sinnt
は周期 2pi/n（周波数 n/2pi）の単振動の微分方程式
d2y
dt2
+ n2y = 0
の解である．このことから，Fourier級数は元の関数 f(t)を周波数が 1/2piの整数倍の単振
動の和に分解したものと考えることができ，Fourier係数 an, bnを求めることは f(t)に含ま
れる周波数 n/2piの単振動の成分を求めることに他ならない．
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一般の周期関数のFourier級数 f(t)を周期 2T ( T > 0 )の関数とする．関数 f˜(t) = f(T
pi
t
)
は周期 2pi 関数となるから，f˜(t)の Fourier級数を用いて，f(t)の Fourier級数は
f(t) ∼a0
2
+
∞∑
n=1
(
an cos
npit
T
+ bn sin
npit
T
)
(10)
an =
1
T
∫ T
−T
f(t) cos
npit
T
dt ( n = 0, 1, 2, · · · )(11)
bn =
1
T
∫ T
−T
f(t) sin
npit
T
dt ( n = 1, 2, · · · )(12)
で与えられる．
4 複素Fourier級数
次に，よく用いられるFourier級数のもう一つの表し方を述べておく．有名なEulerの公式
eiθ = cos θ + i sin θ
より，三角関数 sin, cosは
cosnt =
eint + e−int
2
, sinnt =
eint − e−int
2i
と表せるから，式 (4)に代入すると，
f(t) ∼ a0
2
+
∞∑
n=1
[(an − ibn
2
)
eint +
(an + ibn
2
)
e−int
]
となる．そこで，
c0 =
a0
2
, cn =
an − ibn
2
, c−n =
an + ibn
2
とおくと
(13) f(t) ∼
∞∑
n=−∞
cne
int
と表すことができる．これを複素Fourier級数またはFourier級数の複素形という．Euler
の公式より，
(14) cn =
1
2pi
∫ pi
−pi
f(t)e−int dt ( n ∈ Z )
となる．複素 Fourier級数の式において，関数 eint, e−intはそれぞれ複素平面における反時
計回り，時計回りの周期 2pi/nの等速円運動を表している．
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一般の周期関数の複素Fourier級数 周期 2T の関数 f(t)の複素Fourier級数は次で与えら
れる．
f(t) ∼
∞∑
n=−∞
cne
ipint
T , cn =
1
2T
∫ T
−T
f(t)e−
ipint
T dt
5 Fourier級数の収束
フーリエ自身は著書『熱の解析的理論』において，「任意の関数は、三角関数の級数で表す
ことができる」（フーリエの定理）と主張した．この証明は不十分なものであり，無条件に
は成り立たないことが現在では知られている．
定義 3 関数 f(t)が区間 [ a, b ]で区分的に連続 ( piecewise contimuous ) であるという
のは，有限個の点
a = a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 < an = b
があって，f(t)は開区間 ( aj , aj+1 )で連続であり，片側極限値
lim
x→aj+0
f(t) = f(aj + 0) , lim
x→aj−0
f(t) = f(aj − 0)
が存在して有限であることをいう．さらに，導関数 f ′(x)が開区間 ( aj , aj+1 )で存在して連
続で，その片側極限値
f ′(aj − 0) = lim
h→−0
f(aj + h)− f(aj − 0)
h
= lim
t→+0
f(aj − t)− f(aj − 0)
−t
f ′(aj + 0) = lim
h→+0
f(aj + h)− f(aj + 0)
h
= lim
t→−0
f(aj − t)− f(aj + 0)
−t
が存在して有限なとき，f(t)は [ a, b ]で区分的に滑らか ( piecewise smooth ) または区
分的にC1級であるという．
Fourier級数の第N 項までの和（部分和）を sN (f, t)とする．すなわち
sN (f, t) =
a0
2
+
N∑
k=1
(ak cos kt+ bk sin kt) =
N∑
k=−N
cke
ikt
である．部分和 sN (f, t)の収束について次の定理が成り立つ．
定理 4 (Dirichlet-Jordan)
f(t)が [−pi, pi ]で区分的に滑らかな周期 2piの関数ならば，f(t)の Fourier級数はすべ
ての点で収束し，次が成り立つ．
lim
N→∞
sN (f, t0) = f
∗(t0) =
f(t0 + 0) + f(t0 − 0)
2
特に，f(t)が t0で連続ならば部分和 sN (f, t0)は f(t0)に収束する．
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例 5 関数 t ( −pi ≦ t < pi ) を図のように周期 2piの関数に拡張した関数 f(t)の Fourier級
数に対して
an = 0 , bn =
2(−1)n−1
n
である．f(t)は [−pi, pi ]で区分的に滑らかであり，(−pi, pi )で連続であるから，
t = 2
∞∑
n=1
(−1)n−1
n
sinnt ( −pi < t < pi )
が成り立つ．
pi−pi 2pi−2pi t
O
例 6 関数 |t| ( −pi ≦ t ≦ pi ) を図のように周期 2piの関数に拡張した関数 f(t)に対して
a0 = pi , an =
2
pi
(−1)n − 1
n2
( n ≧ 1 ) , bn = 0
がである．f(t)は [−pi, pi ]で区分的に滑らかであり，Rで連続であるから，
|t| = pi
2
+
2
pi
∞∑
n=1
(−1)n − 1
n2
cosnt =
pi
2
− 4
pi
∞∑
k=1
1
(2k − 1)2 cos(2k − 1)t ( −pi ≦ t ≦ pi )
が成り立つ．
pi−pi 2pi−2pi tO
6 Parsevalの等式
Fourier級数に対しては多くの重要な定理が得られているが，本稿では次の定理を述べる
にとどめておく．
定理 7 (Parsevalの等式)
f(t)が周期 2piの関数で，|f(t)|2が [−pi, pi ]において積分可能ならば次式が成り立つ．
1
2pi
∫ pi
−pi
|f(t)|2 dt =
∞∑
n=−∞
|cn|2(15)
1
pi
∫ pi
−pi
|f(t)|2 dt = |a0|
2
2
+
∞∑
n=1
(|an|2 + |bn|2)(16)
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この定理は関数の L2ノルムと呼ばれる量
∥f∥ =
(∫ pi
−pi
|f(t)|2 dt
)1/2
が f(t)のすべての周期（周波数）の成分を用いて表せることを示している．より一般には
次の定理が成り立つことが知られている．
定理 8 　周期 2piの関数 f(t), g(t)の複素 Fourier係数を cn(f), cn(g)とする．|f(t)|2,
|g(t)|2が [−pi, pi ]において積分可能ならば次式が成り立つ．
(17)
1
2pi
( f, g ) =
1
2pi
∫ pi
−pi
f(t)g(t) dt =
∞∑
n=−∞
cn(f)cn(g)
が成り立つ．f(t), g(t)の Fourier係数をそれぞれ {an(f), bn(f)}, {an(g), bn(g)}とす
ると
(18)
1
pi
( f, g ) =
1
pi
∫ pi
−pi
f(t)g(t) dt =
a0(f)a0(g)
2
+
∞∑
n=1
(
an(f)an(g) + bn(f)bn(g)
)
7 Fourier変換の定義
これまでに述べたように，周期関数からは Fourier級数により元の関数がもつ周波数の整
数倍の周波数の成分を取り出すことができた．周期をもたない関数についても同じことがで
きないか考えたい．例 2で述べたように，周期をもたない関数にも周期（周波数）の成分が
含まれていると考えられる．周期をもたない関数を周期が無限大の関数として考えてみる．
周期 2T の関数は {ein piT t}∞n=−∞ によって展開することができた．R全体で定義された周期
をもたない関数 f(t)を区間 [−T, T ]で Fourier展開し，T →∞とすると，形式的に
f(t) ∼
∞∑
n=−∞
cne
in pi
T
t , cn =
1
2T
∫ T
−T
f(τ)ein
pi
T
τ dτ
f(t) ∼
∞∑
n=−∞
(
1
2T
∫ T
−T
f(τ)e−in
pi
T
τ dτ
)
ein
pi
T
t
=
1
2pi
∞∑
n=−∞
(∫ T
−T
f(τ)e−iωnτ dτ
)
eiωnt∆ωn ωn =
pin
T
, ∆ωn = ωn+1 − ωn = pi
T
−→ 1
2pi
∫ ∞
−∞
(∫ ∞
−∞
f(τ)e−iωτ dτ
)
eiωt dω
が得られる．式
fˆ(ω) =
∫ ∞
−∞
f(t)e−ixω dt
を f(t)のFourier変換という．fˆ はF [f ]や F ( 小文字 f に対する大文字 ) とも表す．Rで
定義された関数 F (ω)に対して，式
Fˇ (t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
F (ω)eitω dω
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を F (ω)の Fourier逆変換という．Fˇ は F−1[F ]とも表す．
注意 Fourier変換と Fourier逆変換を次のように定義する流儀もある．
fˆ(ω) =
1√
2pi
∫ ∞
−∞
f(t)e−itω dt , Fˇ (t) =
1√
2pi
∫ ∞
−∞
F (ω)eitω dω
例 9 確率・統計において重要な関数 f(t) = e−at2 = exp(−at2) ( a > 0 ) の Fourier変換は
fˆ(ω) =
√
pi
a
exp
(
−ω
2
4a
)
となる．特に，a = 1/2のとき次式のように Fourier変換は元の関数の定数倍となる．
F
[
exp
(
− t
2
2
)]
(ω) =
√
2pi exp
(
−ω
2
2
)
8 反転公式
さて，Fourier変換と元の関数にはどのような関係があるのだろうか．それを説明するの
は次の定理である．
定理 10 (反転公式)
関数 f(t)が任意の有限閉区間で区分的に滑らかであり，|f(t)|が Rで絶対可積分なら
ば，次が成り立つ．
lim
A→∞
1
2pi
∫ A
−A
fˆ(ω)eiωt0 dω = f∗(t0) =
f(t0 + 0) + f(t0 − 0)
2
さらに，|fˆ(ω)|が Rで積分可能ならば
F−1[F [f ]](t0) = 1
2pi
∫ ∞
−∞
fˆ(ω)eiωt0 dω = lim
A→∞
B→−∞
1
2pi
∫ A
B
fˆ(ω)eiωt0 dω = f∗(t0)
この定理より，連続関数 f(t)に対しては
f(t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
fˆ(ω)eiωt dω
が成り立つことがわかる．積分の中に現れる関数 eiωt = cosωt+ sinωt は周波数 |ω|/2piの
単振動を表しているから，Fourier変換 fˆ(±ω)は f(t)に含まれる周波数 |ω|/2piの単振動の
成分を表してることがわかる．
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9 サンプリング定理
デジタル方式による情報の記録は「すべての情報を数字に置き換えて記録する」という考
え方によっている．用いられる数字は 0と１からなる 2進数である．今まで扱ってきた関数
f(t)に対して，図のように，離散的な関数値 {f(nT ) | n ∈ Z }を選ぶことによりデジタル方
式に変換する操作をサンプリング ( sampling ) または標本化と呼ぶ．１つの例として，音
楽CDはデジタル・データであるから，歌や演奏をレコーディングしてCDを作成する際に
はサンプリングの操作が行われている．
=⇒
サンプリングに関して一番の問題となるのは「サンプリングされたデータ {f(nT )}から
元の関数 f(t)を再現できるか？」である．この問題に対する解答が次の定理である．
定理 11 (サンプリング定理)
関数 f(t)は連続，任意の有限区間で区分的に滑らか，Rで絶対可積分とする．ある定
数 T > 0に対して
fˆ(ω) = 0 ( |ω| > pi
T
)
を満たすならば，次が成り立つ．
f(t) =
∞∑
n=−∞
f(nT )
sin
pi
T
(t− nT )
pi
T
(t− nT )
この定理は 1928年に Nyquistによって予想され，1949年に情報理論の父と呼ばれる C.
Shannonと日本の染谷勲によって独立に証明された．そのため，ナイキスト・シャノンの定
理，シャノン・染谷の定理などとも呼ばれる．さらに，小倉金之助による先駆的な研究が行
われていたことが [5] で述べられている．
サンプリング定理は，f(t)が 1/2T = (1/2pi)(pi/T )より大きな周波数の成分を含まなけれ
ば，その 2倍の周波数 1/T に対応する間隔 T でサンプリングしたデータ {f(nT )}から f(t)
が再現できることを示している．サンプリングの間隔 T に対する周波数 1/T はサンプリン
グ周波数と呼ばれる．サンプリング周波数の半分の 1/2T はNyquist周波数と呼ばれる．
現代の情報化社会において，ありとあらゆるデジタル方式はすべてこのサンプリング定理
に基づいている．音波の場合，人間の耳は 20kHzより大きい周波数の音を聞くことができな
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いことがわかっているので，その倍の 40kHz以上のサンプリング周波数を用いてサンプリン
グを行えば元の音を再生できることがわかる．音楽CDの規格（CD–DA）のサンプリング
周波数は 44.1kHzであり，DVDやデジタル衛星放送の音声では 48kHzのサンプリング周波
数が使用されている．最近のオーディオの世界で用いられているハイレゾ音源とは 48kHz,
96kHz, 192kHzといったCD規格より高いサンプリング周波数でサンプリングしたデータの
ことを指すもので，レコーディングの際にサンプリングの操作を行っていること自体はCD
と変わりはない．
サンプリング定理の証明 最後に，[6]による定理の初等的な証明を述べておく．反転公式
より，
f(t) =
1
2pi
∫ pi/T
−pi/T
fˆ(ω)eiωt dω
が成り立つ． 1
T
fˆ(ω) を周期 2pi
T
の関数に拡張した関数
g(ω) =
1
T
fˆ(ω)
( |ω| ≦ 2pi
T
)
の複素 Fourier級数展開を求めると，
g(ω) ∼
∞∑
n=−∞
cn(g)e
inTω
cn(g) =
T
2pi
∫ pi/T
−pi/T
g(ω)e−inTω dω =
1
2pi
∫ pi/T
−pi/T
fˆ(ω)e−inTω dω = f(−nT )
となる．関数 e−iωtを周期 2pi
T
の関数に拡張した関数
h(ω) = e−iωt
( |ω| ≦ 2pi
T
)
の Fourier級数展開を求めると，
h(ω) ∼
∞∑
n=−∞
cn(h)e
inTω
cn(h) =
T
2pi
∫ pi/T
−pi/T
e−iωte−inTω dω =
T
2pi
[
e−iω(t+nT )
−i(t+ nT )
]ω=pi/T
ω=−pi/T
=
sin
pi
T
(t+ nT )
pi
T
(t+ nT )
となる．Parsevalの等式を用いて，次式を得る．
f(t) =
T
2pi
∫ pi/T
−pi/T
1
T
fˆ(ω)e−iωt dω =
T
2pi
∫ pi/T
−pi/T
g(ω)h(ω) dω
=
∞∑
n=−∞
cn(g)cn(h) =
∞∑
n=−∞
f(−nT )
sin
pi
T
(t+ nT )
pi
T
(t+ nT )
=
∞∑
n=−∞
f(nT )
sin
pi
T
(t− nT )
pi
T
(t− nT )
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本稿で解説した内容を，高校生に話す際には，微分積分に関する用語はなるべく使わない
ように努めた．しかし，Fourier級数とFourier変換について説明する際に用いた式には，「こ
れは高校の数学 IIIで学ぶ内容」，「これは大学の理系学部の２年次に学ぶ内容」等の補足説
明を施した．Fourier級数の具体例については数学 IIIの知識で計算できるに限った．サンプ
リング定理の重要性については理解してもらえたとは思うが，Fourier級数の極限やサンプ
リング定理のその仕組みを数式処理ソフト等で可視化した教材を用いることにより講演全体
の理解度を増すことができると思われる．高校生に現代社会における数学の重要性を認識さ
せるためには，多くの題材を用いたさらなる試行の積み重ねが必要であると考えている．
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